Bretschneiderjev izrek in posledice

BRETSCHNEIDERJEV IZREK
Izrek V konveksnem stirikotniku s stranicami a, b, c, in d velja
m*n? = a*c® + b*d* — 2abed cos(a + ),

kjer sta m in n diagonali v stirikotniku, o in v pa par notrangih kotov.

(Tej trditvi pravijo tudi kosinusni izrek za Stirikotnik).
Dokaz:

A% zunanjosti
stirikotnika dolo¢imo
tocki K in M, da

veljata podobnosti

ANAKB ~ ACDA
AAMD ~ ACBA

(glej sliko). Velja skla-

dnost kotov

/BAK = /DCA,
/ABK = /CAD

/DAM = /BCA,
/ADM = /CAB.

Zaradi podobnosti veljajo enakosti

AM| _ b JAK| _ e KBl _d [DM| _a
d m a m a m d m
Sledi
|KB| = |DM]|.

Pokazimo v dveh tockah, da je stirtkotnik KM DB paralelogram:
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1. par nasprotnih stranic v 4-kotniku je skladen.
To velja, saj je |KB| = |DM|.

2. wsota sosednjih notranjih kotov v 4-kotniku je 180°.
/KBD+ /ZBDM = (LCAD + ZABD) + ({BDA+ ZCAB) = 180°.
Zadnji enacaj velja zaradi vsote notranjih kotov v trikotniku.

Ker je KM DB paralelogram, je n = |KM]|. Uporabimo kosinusni izrek v
trikotniku AAMB :

IKM|? = |AK|? + |AM* — 2|AK| - |AM|cos (LK AM)

= G () () () e s

Pomnozimo z m? in dobimo

m?n® = a’c® + b*d® — 2abed cos(a + ) (1)
0
Posledica 1 [Ptolomejev izrek] V tetivnem Stirikotniku s strani-

cami a, b, c, in d velja

mn = ac + bd,

kjer sta m in n diagonali v stirikotniku.
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Dokaz:
Ptolomejev izrek je le poseben primer Bretschneiderjevega izreka, saj v
tetivnem 4-kotniku velja
o+ v = 180°.

Ce to upostevamo v (??), sledi
mn = ac + bd.

OJ
Posledica 2 [Pompeiujev izrek] Naj bo AABC' enakostranicni
trikotnik in M tocka v ravnini, ki ne lezi na krozZnici, ocrtani trikotniku
ANABC. Potem obstaja trikotnik s stranicami enakimi |MA|,|M B|, |MC|.
Dokaz:
Recimo, da je tocka B najbolj oddaljena od M izmed vseh oglis¢ triko-

tnika.

M

B

Po Bretschneiderjevem izreku velja

|IMB|?-a® = a®|CM|?* + a*|AM|* — 2a*|CM]| - |AM| - cos(LCM A + 60°).

Krajsamo s faktorjem a:

|MBf? = |CM|? + |AM|* = 2|CM| - |[AM]| - cos(£4CM A + 60°).
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Sledi |MBJ? = (|OM]| + |AM])? — 2|CM| - |AM|(1 + cos(LCMA + 60°))
Ker M ne lezi na o¢rtani kroznici, velja LC'M A # 120° (izrek o sredisénem
in obodnem kotu), kar pomeni, da je faktor cos(LCM A + 60°) # —1, zato
je (14 cos(LCMA+60°)) > 0.
Od tod je [MB| < |AM|+ |CM|. O
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