Bramaguptova in Heronova formula

BRAMAGUPTOVA IN HERONOVA FORMULA

Izrek 1 (Bramagupta, Indija, 7. stoletje) Najbo ABCD tetivni stirikotnik
s stranicami a, b, c,d. Naj bo s = Ly"’d i K ploséina stirikotnika. Tedaj velja

K?=(s—a)(s—b)(s—c)(s —d).

Dokaz:
Zapisimo kosinusni izrek za dolzino diagonale e v trikotnikih AABC in AACD

e? = a? + b — 2abcos b, e? = c? +d* — 2cd cos(180° — ¢).

Upostevajoé, da je cos ¢ = — cos(180° — ¢), enacbi odstejemo ter preuredimo
na nacin
2,12 2 2 _
a4+ b° — ¢ —d* =2(ab+ cd) cos ¢ (1)

Plosc¢ino tetivnega Stirikotnika zapiSemo kot vsoto obeh trikotnikov
IR . o
K =Saapc + Saacp = iabsm¢ + icdsm(l80 — ).
Upostevajoc, da je sin ¢ = sin(180° — ¢) pomnozimo izrazeno plos¢ino s 4
4K = 2(ab+ cd) sin ¢

ter kvadriramo
16K? = 4(ab + cd)? sin” ¢. (2)

Kvadrat (1 in (2) sestejemo

(a® + % + 2+ d*)? + 16K = 4(ab + cd)*.
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Izrazimo 16K?2; sledi

16K% = 4(ab+ cd)? — (a® +b* — ¢* — d?)?

((2ab + 2¢d) + (a® + 0% — & — d?)) - ((2ab + 2¢d) — a® — b + % 4 d?)
((a+b)* = (c—d)?) - ((c+d)* - (a—b)?)

= (a+b+c—d)la+b—c+d)(c+d+a—-Db)(c+d—a+D)

(28 — 2d)(2s — 2¢)(2s — 2b)(2s5 — 2a)

Korenimo

K?=(s—a)(s—b)(s—c)(s—d)

Opomba: Opazimo lahko, da v primeru, ko za tocki C'in D velja
C — D,

gre dolzina stranice d proti 0. S tem razmislekom pridemo do ¢asovno starejse

Heronove formule.

Izrek 2 (Heron, okoli 60 n.st.) V trikotniku AABC s stranicami a,b in c
je ploséina K enaka
K? =s(s—a)(s —b)(s —¢),

. . _ a+b+c
kjer je s = #5E<.

Dokaz:

Izvirni dokaz temelji na podobnosti likov.

V trikotniku AABC' izberemo
tocko L tsko da je nosilka skozi
tocki B in L pravokotna na no-
silko skozi tocki I in L.

Opazimo, da je stirikotnik ATBL
tetivni; AAIL je namreC pra-
vokoten, prav tako je pravoko-
ten ANABL, torej sta tocki I in

B lezita na kroznici s preme-

rom AL in sredis¢em na raz-
poloviséu AL. Kote znotraj te-

tivnega stirikotnika eksplicitno

izra¢unamo:
LALB = 180° — LAIB = a‘gﬁ,
(BAL = o0 _2F0_7

2 2
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Trikotnika AABL in ACY I sta si podobna, saj sta pravokotna z ostrim kotom

v/2. Velja
|AB| |BL| |BL| |KB]

IcY| |IY|  |IX| |KX]
Upostevajo¢ prvi in zadnji koli¢nik opazimo ,da sta trikotnika AABL in AC X1
podobna. Sledi

ECTIP
CY| KX]|

[AB|+|CY| _ |KB|+|KX]| )
ICY| IKX|

Dolzini |[AX] in |CY] izrazimo s stranicami trikotnika AABC' tocke X, Y in Z

so dotikalis¢a vértane kroznice s stranicami trikotnika. Opazimo, da je
|CY|=1|CZ|=y,|BX|=|BY|=ul|AZ| = |AX| = z.
Sledi, da je x + y + z = s, izrazimo —CY— in —AX—:
ICY|=y=s—(r+2)=s—c,
[AX|=2=s—(z4+y)=s—a.
Po Evklidovem izreku v AAKT velja:| K X| - |AX| = r?, kar pomeni
2

r

[KX| =

s—a
Vstavimo v (3) in upostevajmo |KB|+ |[KX|=s—1b

ct+(s—c) (s—b)(s—a)

s—c r2

Razsirimo prvi ulomek z s:

kar nam da enakost

2.2 =s(s—a)(s—b)(s—c)=K?
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