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Snov: eksponentna funkcija (poglavje 16 — Matematika na maturi, cilji)

Uvod

Leta 1798 je angleski duhovnik in ekonomist Thomas Robert Malthus objavil delo An Essay on
the Principle of Population, v katerem je opozoril na preprosto, a nemirujoc¢o idejo: ¢e prebivalstvo
raste eksponentno, viri, ki ga hranijo, pa le linearno, se prej ali slej zgodi kriza. Vprasanje, ali
se stvari v naravi in pri ¢loveku res mnozijo eksponentno — in kaj to pomeni za prihodnost —, je
aktualno se danes, ko govorimo o prenaseljenosti, podnebnih spremembah in omejenih virih.

V tej nalogi bom pokazal(a), kako eksponentna funkcija opise rast populacij v naravi, jo upora-
bil(a) za oceno rasti svetovnega prebivalstva in preveril(a), ali taka napoved drzi tudi na dolgi rok
— ter na koncu predstavil(a) Malthusovo teorijo in njene meje.

Jedro

Matemati¢ni model

Populacijo, ki raste s stalno stopnjo rasti » na ¢asovno enoto, opiSemo z eksponentno funkcijo
N(t)=No-(1+ T)t 0Z. ZVezZno N(t) = Ny - ert’

kjer je Ny zacetno Stevilo osebkov, ¢ pa preteklo ¢asovno obdobje. Pogosto nas zanima podvojitveni
Cas to — Cas, v katerem se populacija podvoji:
In2 0,693

N0-6Tt2:2N0 = t2:7
T T

Primeri iz narave

o Bakterije. Bakterija E. coli se v ugodnih razmerah podvoji priblizno vsakih 20 minut. Iz
ene same bakterije bi po 8 urah (480 minutah, torej 480/20 = 24 podvojitvah) nastalo

N =1-2?' ~ 16,8 milijona bakterij.

Brez omejitev (prostor, hrana) bi taka kultura v enem samem dnevu presegla maso Zemlje —
kar seveda pokaze, da v resnici prej ali slej nekaj rast ustavi.

e Zajci v Avstraliji. Leta 1859 je bilo v Avstralijo prineseno le 24 divjih zajcev. Ker tam
niso imeli naravnih sovraznikov, se je populacija v manj kot desetih letih razrasla na veé deset
milijonov — eden najbolj znanih primerov nemotene eksponentne rasti v naravi.

o Cvetenje alg. Ob obilju hranil (npr. dusika iz gnojil, ki odtece v jezero) se alge razmnozujejo
eksponentno in v nekaj dneh prekrijejo celotno vodno povrsino, kar zadusi ostalo zivljenje v
vodi.

Rast svetovnega prebivalstva

Svetovno prebivalstvo je v zadnjih dveh stoletjih narasc¢alo takole: 1 milijarda (1804), 2 mrd (1927),
3 mrd (1960), 4 mrd (1974), 5 mrd (1987), 6 mrd (1999), 7 mrd (2011), 8 mrd (2022). Med letoma



1960 in 1999 se je prebivalstvo natanko podvojilo (iz 3 na 6 mrd) v 39 letih, kar pomeni letno

stopnjo rasti

In2
— 20,0178 = 1,78 %.
r=33 %

Kaj pa napoved? Ce bi to stopnjo (r ~ 1%, kolikor znasa ocenjena trenutna globalna rast)
preprosto uporabili tudi za prihodnost, bi za leto 2100 (78 let po letu 2022, ko je bilo 8 mrd ljudi)
dobili

N(2100) = 8- 291" ~ 8. 218 ~ 17,4 milijarde.

Zdruzeni narodi ( World Population Prospects 2022) pa za leto 2100 napovedujejo le okoli 10,4
milijarde — torej precej manj. Slika 1 to razliko lepo pokaze.

DO
(e)

T T T T T T
—— naivni eksponentni model (r = 1%) P
—e—ocena ZN (World Population Prospects) -

—_
at
T

ot

|
2,030 2,040 2,050 2,060 2,070 2,080 2,090 2,100

leto

svetovno prebivalstvo (mrd)
—
o

Slika 1: Primerjava naivnega eksponentnega modela z oceno Zdruzenih narodov.

Razlog za odstopanje je, da stopnja rasti r pri ljudeh ni konstantna, kot smo predpostavili: z
gospodarskim razvojem, izobrazbo (predvsem Zensk) in dostopnostjo kontracepcije se rodnost zniza
— pojav imenujemo demografski prehod. Eksponentni model je torej dober priblizek na kratek
rok, na dolgi rok pa ga je treba nadomestiti z modelom, kjer se r s ¢asom zmanjsuje (npr. z logisti¢no
funkcijo, ki pa presega gimnazijsko snov).

Malthusova past

Malthus je trdil, da prebivalstvo raste geometrijsko (eksponentno): 1,2,4,8,16,..., pridelava
hrane pa le aritmetiéno (linearno): 1,2,3,4,5,.... Tabela 1 to ponazori na sedmih ,, generacijah®.

generacija n  prebivalstvo P, = 2" hrana F,, =n+1 razmerje P,/F),

0 1 1 1,0
1 2 2 1,0
2 4 3 1,3
3 8 4 2,0
4 16 5 3,2
5 32 6 5,3
6 64 7 9,1

Tabela 1: Geometrijska rast prebivalstva proti aritmeticni rasti hrane.

Razmerje P, /F, narasca vse hitreje — ravno to je ,Malthusova past“: prebivalstvo prej ali slej
preraste svoje vire, kar po Malthusu vodi v lakoto, bolezni ali vojne, ki populacijo spet zmanjsajo.



Zakljucek

Eksponentna funkcija zelo dobro opise rast v idealnih razmerah — pri bakterijah, pri zajcih brez
plenilcev, pri algah ob obilju hranil, pa tudi pri ¢loveku na krajsih ¢asovnih obdobjih (npr. 1960
1999). Na dolgi rok pa noben resnicen sistem ne raste eksponentno v nedogled, ker mu prej ali slej
zmanjka prostora, hrane ali drugih virov — kar so pokazali tako izracun za bakterijsko kulturo kot
primerjava z napovedjo ZN za leto 2100.

Malthus je s tem, ko je opozoril na neskladje med (eksponentno) rastjo prebivalstva in (linearno)
rastjo virov, postavil pomembno vprasanje, ki je Se danes v ospredju razprav o trajnostnem razvoju.
Ni pa predvidel, kako moé¢no lahko tehnoloski napredek (npr. ,zelena revolucija“ v kmetijstvu 20.
stoletja) poveca razpolozljive vire in s tem odlozi ali omili ,past®. Sama Malthusova past se torej (Se)
ni uresnicila v taksni obliki, kot jo je opisal, njegov temeljni matemati¢ni vpogled — da eksponentna
rast prej ali slej tréi ob omejene, kvecjemu linearno rastoce vire — pa ostaja veljaven in uporaben
tudi zunaj demografije, na primer pri porabi naravnih virov ali Sirjenju epidemij.
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